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Omowienie tematu

Cel prezentacji

Niniejsza praca jest poswiecona pewnej partii analizy matematycznej, sto-
sunkowo nowej i nieusystematyzowanej, ktéra w jezyku angielskim okre-
$la sie terminem fractional calculus.
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Omowienie tematu

Cel prezentacji

Niniejsza praca jest poswiecona pewnej partii analizy matematycznej, sto-
sunkowo nowej i nieusystematyzowanej, ktéra w jezyku angielskim okre-
$la sie terminem fractional calculus. Nie istnieje polski odpowiednik tego
sformufowania, lecz na potrzeby pracy bede postugiwac sie okresleniem be-
dacym swobodnym ttumaczeniem: pochodne utamkowe. Jest to préba
uogdlnienia klasycznych pochodnych (a takze i catek, ktére sa bezposred-
nio zwigzane z pochodnymi) na liczby rzeczywiste.
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Omowienie tematu

Cel prezentacji

Niniejsza praca jest poswiecona pewnej partii analizy matematycznej, sto-
sunkowo nowej i nieusystematyzowanej, ktéra w jezyku angielskim okre-
$la sie terminem fractional calculus. Nie istnieje polski odpowiednik tego
sformufowania, lecz na potrzeby pracy bede postugiwac sie okresleniem be-
dacym swobodnym ttumaczeniem: pochodne utamkowe. Jest to préba
uogdlnienia klasycznych pochodnych (a takze i catek, ktére sa bezposred-
nio zwigzane z pochodnymi) na liczby rzeczywiste. Historia pochodnych o
stopniu niecatkowitym jest tak samo dtuga jak klasycznych, a za symbo-
liczna date narodzin uznaje sie rok 1695, w ktérym to Leibniz w odpowiedzi
na list de |I'Hospitala stwierdza mozliwo$¢ istnienia takowych pochodnych.
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Omowienie tematu

Cel prezentacji

Niniejsza praca jest poswiecona pewnej partii analizy matematycznej, sto-
sunkowo nowej i nieusystematyzowanej, ktéra w jezyku angielskim okre-
$la sie terminem fractional calculus. Nie istnieje polski odpowiednik tego
sformufowania, lecz na potrzeby pracy bede postugiwac sie okresleniem be-
dacym swobodnym ttumaczeniem: pochodne utamkowe. Jest to préba
uogdlnienia klasycznych pochodnych (a takze i catek, ktére sa bezposred-
nio zwigzane z pochodnymi) na liczby rzeczywiste. Historia pochodnych o
stopniu niecatkowitym jest tak samo dtuga jak klasycznych, a za symbo-
liczna date narodzin uznaje sie rok 1695, w ktérym to Leibniz w odpowiedzi
na list de |I'Hospitala stwierdza mozliwo$¢ istnienia takowych pochodnych.
Na pytanie What if the order will be 1/27 Leibniz odpowiedziat It will lead
to a paradox (...), from which one day useful consequences will be drawn'.

LW wolnym ttumaczeniu: Zaprowadzi to do paradoksu, ktérego uzyteczne
konsekwencje ujawnia sie pewnego dnia.
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Cel prezentacji

W skrécie:
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Omowienie tematu

Cel prezentacji

W skrécie:

© Celem prezentacji jest przyblizenie analitycznego narzedzia jakim s3
pochodne, a wtasciwie jego uogdlnienia na liczby rzeczywiste.
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© Celem prezentacji jest przyblizenie analitycznego narzedzia jakim s3
pochodne, a wtasciwie jego uogdlnienia na liczby rzeczywiste.

© Przedstawione zostang wszystkie niezbedne pojecia oraz wiadomosci
wymagane do zrozumienia tematu.
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Omowienie tematu

Cel prezentacji

W skrécie:

© Celem prezentacji jest przyblizenie analitycznego narzedzia jakim s3
pochodne, a wtasciwie jego uogdlnienia na liczby rzeczywiste.

© Przedstawione zostang wszystkie niezbedne pojecia oraz wiadomosci
wymagane do zrozumienia tematu.

© Bedzie to jedynie wprowadzenie, nie zostang poruszone wazne
problemy z tego dziatu.
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Funkcja T

Przed rozpoczeciem uogdlniania pochodnych, niezbedne poznanie jest pew-
nej funkcji specjalnej, mianowicie funkgji [(x).
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Funkcja T

Przed rozpoczeciem uogdlniania pochodnych, niezbedne poznanie jest pew-
nej funkcji specjalnej, mianowicie funkgji [(x).

Funkcja T okreslong na zbiorze R \ Z<o? nazywamy catke niewtasciwa
postaci:

[ee]
M(x) = / > letdt
0

?Bez przeszkdéd mozna rozwaza¢ takze dziedzing zespolona.
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Funkcja T

Przed rozpoczeciem uogdlniania pochodnych, niezbedne poznanie jest pew-
nej funkcji specjalnej, mianowicie funkgji [(x).

Funkcja T okreslong na zbiorze R \ Z<o? nazywamy catke niewtasciwa
postaci:

[ee]
M(x) = / > letdt
0

?Bez przeszkdéd mozna rozwaza¢ takze dziedzing zespolona.

@ Jest to tzw. funkcja specjalna bedaca uogdlnieniem silni. Jej
podstawowa wtasnoscia jest zaleznos¢:

NMn+1)=n'dlaneN
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Funkcja T

Przed rozpoczeciem uogdlniania pochodnych, niezbedne poznanie jest pew-
nej funkcji specjalnej, mianowicie funkgji [(x).

Funkcja T okreslong na zbiorze R \ Z<o? nazywamy catke niewtasciwa
postaci:

[ee]
M(x) = / > letdt
0

?Bez przeszkdéd mozna rozwaza¢ takze dziedzing zespolona.

@ Jest to tzw. funkcja specjalna bedaca uogdlnieniem silni. Jej
podstawowa wtasnoscia jest zaleznos¢:

NMn+1)=n'dlaneN

@ Tak jak silnie mozna okresla¢ rekurencyjnie, tak i funkcje ' mozna w
ten sposéb opisac:
M(x+1)=xM(x)
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Funkcja T

Wartosci
Funkcj

6
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
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Funkcja I D
Wartosci
Funkcj

Y
Stata Eulera-Ma:
N ne funke

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
or(H)=vr
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
or(H)=vr

°r(3)=vi

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
o1 (3) = V7
oT(2)- Vi
@ lim,_ [ (n)| = +oo dla x € Zgo
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
or(H)=vr

3\ _ T
ol (3 =3
o lim,_x I (n)] = 400 dla x € Zgo
Dla ne N:

T (hn) = B Bl e
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
or(H)=vr

3\ _ T
ol (3 =3
o lim,_x I (n)] = 400 dla x € Zgo
Dla ne N:

ol (3+n)= 7(2"2_"1)” VT = fn';).!\/%
o M(}—n)= Ay va=Gotym
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Funkcja T

Kilka wazniejszych wartosci:
olN(l)=r(2)=1=1=0!
o1 (}) = V7
°r(3)=v3
o lim,_x I (n)] = 400 dla x € Zgo

DlaneN:

Tl = e e g
OF(%— )— n\F ((24,7(1I ™

gdzie 2n— 1)l =[] ;(2i —1) = (3,';) (jest to silnia podwdjna). Funkcja

nie przyjmuje wartosci zerowych
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Funkcja T

Bezposrednio zwigzang z ta funkcja jest funkcja poligamma: w(”)(x).
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Funkcja T

Bezposrednio zwigzang z ta funkcja jest funkcja poligamma: w(")(x).

Funckja ¥(")(x) okreélona jest jako:

P (x) = Ci:n rrl((;))
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Funkcja T

Bezposrednio zwigzang z ta funkcja jest funkcja poligamma: w(")(x).

Funckja ¥(")(x) okreélona jest jako:

d" T'(x)
(M) (x) —
v dx" I'(x)
Dla n = 0 otrzymujemy (9 (x) = rl_/((:)) i taka funkcje nazywamy digamma.
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Funkcja T

Wykres funkgji f(x) = (%) (x) w przedziale (—6,6):
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Funkcja T Definic
v
Funkcja 1

Stata VEuIera»Mascheroniego
Nie etne funkcje I

Z funkcja digamma zwiazana jest stata Eulera-Mascheroniego, opisywa-
na jako granica ciagu badz jako catka niewtasciwa:
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Funkcja T

i
Funkcja 4

Stata Eulera-Mascheroniego
Niekompletne funkcje

Z funkcja digamma zwiazana jest stata Eulera-Mascheroniego, opisywa-
na jako granica ciagu badz jako catka niewtasciwa:

Stata Eulera-Mascheroniego definiuje sie jako:

n—oo

"1 ®Int
v = lim —In(n)—i—Z; :—/0 %dt%0.5772156649...
k=1
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Funkcja T

Funkcja 1

Z funkcja digamma zwiazana jest stata Eulera-Mascheroniego, opisywa-
na jako granica ciagu badz jako catka niewtasciwa:

Stata Eulera-Mascheroniego definiuje sie jako:

1 ® Int
y= lim <— In(n) + Z k) = —/0 %dt ~ 0.5772156649 . . .
k=1

Zwiazek z funkcja digamma (% (x) jest nastepujacy:

—y =4O(1) =1'(1)
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Funkcja T

ata Eulera-Mascheroniey
Niekompletne funkcje I

Definicja niekompletnej goérnej funkcji I

Niekompletna gérna funkcja I okreslong na zbiorze nazywamy
dwuargumentowsa funkcje:

oo
M(x,s) = / t*le~tdt
s
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Funkcja T

ata Eulera-Mascheronie
Niekompletne funkcje I

Definicja niekompletnej goérnej funkcji I

Niekompletna gérna funkcja I okreslong na zbiorze nazywamy
dwuargumentowsa funkcje:

oo
M(x,s) = / t*le~tdt
s

Analogicznie mozna okresli¢ niekompletna dolna funkcje:
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Funkcja I

-Mascheroniego

Stafa Eulera-
Niekompletne funkcje I

Definicja niekompletnej goérnej funkcji I

Niekompletna gérna funkcja I okreslong na zbiorze nazywamy
dwuargumentowsa funkcje:

oo
M(x,s) = / t*le~tdt
s

Analogicznie mozna okresli¢ niekompletna dolna funkcje:

Definicja nieckompletnej dolnej funkcji

Niekompletna dolna funkcja «y okre$lona na zbiorze nazywamy
dwuargumentows funkcje:

'y(x7s):/ tletdt
0
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Funkcja T

Eu\»u Mascheronie;

Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw.
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Funkcja T

Funkcja v

Stata Eulera-Mascheroniego

r
Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0
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Funkcja T

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
e M(x,s)=(x—1Dr(x—1,5)+s e
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Funkcja T

lascher

Stata Eulera-) oniego
Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
e M(x,s)=(x—1Dr(x—1,5)+s e

x—1 _—s

® y(x,5) =(x—1)y(x—1,5) —s* e
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Funkcja T

lascher

Stata Eulera-) oniego
Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
o I(x,s)=(x—1)(x—1,5)+ste™*
@ y(x,8) = (x = 1)y(x —1,5) — s te~*
Specjalne wartosci:
of(l,s)=e""
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Funkcja T

-Mascheronieg
Nickompletne funkeje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
o I(x,s)=(x—1)(x—1,5)+ste™*
@ y(x,8) = (x = 1)y(x —1,5) — s te~*
Specjalne wartosci:
of(l,s)=e""
o y(l,s)=1—¢e"°
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Funkcja T

-Mascher

S ulera-
Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
o I(x,s)=(x—1)(x—1,5)+ste™*
@ y(x,8) = (x = 1)y(x —1,5) — s te~*
Specjalne wartosci:
of(l,s)=e""
o y(l,s)=1—¢e"°

ol (%’ S) - \/E erfc (\/E) 5 erfC(X) = % fxoo e_tzdt -1— erf(x)
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Funkcja T

flascheroniego

Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
e M(x,s)=(x—1Dr(x—1,5)+s e
x—1_—s

® y(x,8) =(x—1)y(x—1,5) —s* e
Specjalne wartosci:

[*] r(l’s) = e—S

o y(l,s)=1-e"*

ol (%’ S) - ﬁ erfc (\/E) ) erfC(X) = % fxoo e—tzdt =1— enc(X)
° 7 (3:5) =vmerf(Vs), erf(x)= % Iy e tdt=1— erfc(x)
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Funkcja T

flascheroniego

Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
o I(x,s)=(x—1)(x—1,5)+ste™*
@ y(x,8) = (x = 1)y(x —1,5) — s te~*
Specjalne wartosci:
of(l,s)=e""
o y(l,s)=1—¢e"°

ol (%’ S) - \/E erfc (\/E) 5 erfc(x) = % fxoo e_tzdt -1— erf(x)
o y(3,s)=ymerf(\s), erf(x)= % I e Pdp— 1 erfc(x)

Woyprowadzenia niektérych zaleznosci mozna znalez¢ w [3].
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Funkcja T

flascheroniego

Niekompletne funkcje I

Ponizej przedstawiono pewne zalezno$ci dotyczace funkgji I i jej niekom-
pletnych odpowiednikéw. Z definicji:

r(><):7(><,5)+r(><75):/ tHe*fdtJr/ tHe*fdt:/ P le—tdt
0 s 0

Dla obu funkgji istnieja zaleznosci rekurenycjne:
o I(x,s)=(x—1)(x—1,5)+ste™*
@ y(x,8) = (x = 1)y(x —1,5) — s te~*
Specjalne wartosci:
of(l,s)=e""
o y(l,s)=1—¢e"°
o (Ls)=ymerfc(\/s), erfe(x)= % [Z e fdt =1 erf(x)

2
o y(3,s)=ymerf(\s), erf(x)= % Jy e tdt =1 — erfc(x)
Woyprowadzenia niektérych zaleznosci mozna znalez¢ w [3]. Przejdzmy juz
stricte do pochodnych.



Definicja pochodnych

Klasyczne pochodne i catki funkeji

ki nieoznaczonej
i

Pochodna funkgji f nazywa sie taka funkcje /(x), ze:

1) — fio T D) = F(X)
e S
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Definicja pochodnych

V
Klasyczne pochodne i catki funkeji W
I
C

v
I

Pochodna funkgji f nazywa sie taka funkcje /(x), ze:

1) — fio T D) = F(X)
e S

@ Uwaga 1 Nie zawsze taka granica istnieje. Jezeli granica dla xp nie
istnieje, to méwimy, ze funkcja nie jest rézniczkowalna w tym
punkcie. W dalszej czesci nie bedziemy jednak rozwazaé funkgcji
nierézniczkowalnych w catej swojej dziedzinie.
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Pochodna funkgji f nazywa sie taka funkcje /(x), ze:

1) — fio T D) = F(X)
e S

@ Uwaga 1 Nie zawsze taka granica istnieje. Jezeli granica dla xp nie
istnieje, to méwimy, ze funkcja nie jest rézniczkowalna w tym
punkcie. W dalszej czesci nie bedziemy jednak rozwazaé funkgcji
nierézniczkowalnych w catej swojej dziedzinie.

@ Uwaga 2 Wszystkie podstawowe funkcje elementarne, tj. state,
potegowe, trygonometryczne, logarytmiczne, wyktadnicze oraz
cyklometryczne, s3 rézniczkowalne w swych dziedzinach.
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Definicja pochodnych
Wazne pochodne
Klasyczne pochodne i catki funkeji

s a

Iteracja

Warto przypomnie¢ wazne pochodne funkgcji:
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Definicja pochodnych
Wazne pochodne
Klasyczne pochodne i catki funkeji V c hodny
I in

Definicja ¢
v

Iteracja

Warto przypomnie¢ wazne pochodne funkgcji:

f(x)=x", f'(x)=nx""1
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Definicja pochodnych
azne pochodne
Klasyczne pochodne i catki funkeji hodnych
dnych
tki nieoznac
atki

Iteracja
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Definicja pochodnych
Wazne pochodne
Klasyczne pochodne i catki funkeji

Definicja
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Definicja pochodnych
azne pochodne
odnych

Klasyczne pochodne i catki funkeji

ki nieoznaczonej
i
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Definicja pochodnych
azne pochodne
Klasyczne pochodne i catki funkeji odnych

ki nieoznaczonej

f(x)=¢€*, f'(x)=¢"

Ostatnia funkcja jest funkcja stata w operacji rézniczkowania.

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



hodnych
dne
Klasyczne pochodne i catki funkeji pochodnych

s a

Iteracja

Kluczowa wtasnoscig pochodnych jest ich liniowos¢:

Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Kluczowa wtasnoscig pochodnych jest ich liniowos¢:

Dla dowolnych funkcji f i g oraz statych rzeczywistych ¢;, ¢; zachodzi:

(af(x) + cg(x)) = af'(x) + cg'(x)

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Kluczowa wtasnoscig pochodnych jest ich liniowos¢:

Dla dowolnych funkcji f i g oraz statych rzeczywistych ¢;, ¢; zachodzi:

(af(x) + cg(x)) = af'(x) + cg'(x)

Na przyktad (me* + esinx) = 7(e*)' + e(sinx)’ = me* + ecos x.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



hodnych
dne

pochodnych

Iteracje pochodnych

Klasyczne pochodne i catki funkeji

Definicja catki nieozn
as atki
Iteracja

Operacje pochodnych mozna powtarzaé, np.:
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hodnych
dne

pochodnych

Iteracje pochodnych

Klasyczne pochodne i catki funkeji

Definicja catki nieozn
as atki
Iteracja

Operacje pochodnych mozna powtarzaé, np.:

f(x) = x*

Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

v ci pochodnych
Iteracje pochodnych

Iteracja

Operacje pochodnych mozna powtarzaé, np.:

f(x) = x*

Mateusz Szyma Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje pochodnych mozna powtarzaé, np.:

f(x) = x*

f'(x) = (f'(x)) = (4x3)’ =4.3x% =12x°

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

n
Iteracje pochodnycl

ki nieoznaczone

tki

Operacje pochodnych mozna powtarzaé, np.:

f(x) = x*
f'(x) = (x*) = 4x3
f'(x) = (f'(x)) = (4x3) = 4-3x* = 12x°

f"(x) = (f"(x)) = (12x*)' = 12 - 2x = 24x

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



i pochodnych
Iteracje pochodnych
Definicja catki nieoznac

Klasyczne pochodne i catki funkeji

Iteracja pochodnych

Zapis f(9)(x) bedzie oznacza¢ a-ta pochodna funkcji f. Dla a = 1
otrzymuje sie f1(x) = f/(x), a = 2: f@(x) = ”(x) etc. Dodatkowo,
niech f(O(x) = f(x).

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji n
Iteracje pochodnycl
ki nieoznaczone;

Iteracja pochodnych

Zapis f(9)(x) bedzie oznacza¢ a-ta pochodna funkcji f. Dla a = 1
otrzymuje sie f1(x) = f/(x), a = 2: f@(x) = ”(x) etc. Dodatkowo,
niech f(O(x) = f(x).

Pochodne stopnia catkowitego cechuje pewna wtasnos¢:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

o
Iteracje pochodnyc
Definicja catki nie

Iteracja pochodnych

Zapis f(9)(x) bedzie oznacza¢ a-ta pochodna funkcji f. Dla a = 1
otrzymuje sie f1(x) = f/(x), a = 2: f@(x) = ”(x) etc. Dodatkowo,
niech f(O(x) = f(x).

Pochodne stopnia catkowitego cechuje pewna wtasnos¢:

Dla dowolnych a, b € N zachodzi:

(F)(B) — fla+b)

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Iteracja pochodnych

Zapis f(9)(x) bedzie oznacza¢ a-ta pochodna funkcji f. Dla a = 1
otrzymuje sie f1(x) = f/(x), a = 2: f@(x) = ”(x) etc. Dodatkowo,
niech f(O(x) = f(x).

Pochodne stopnia catkowitego cechuje pewna wtasnos¢:

Dla dowolnych a, b € N zachodzi:

(F)(B) — fla+b)

Zanim przejdzie sie do uogdlnienia, najpierw warto poznaé operacje od-
wrotng do rézniczkowania.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Catka nieoznaczong (zwana alternatywnie funkcja pierwotng) funkcji f
nazywa sie rodzine funkcji [ f(x)dx, ze:

/f(x)dx = F(x) + C takich F, ze (F(x) + C)' = f(x)

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Catka nieoznaczong (zwana alternatywnie funkcja pierwotng) funkcji f
nazywa sie rodzine funkcji [ f(x)dx, ze:

/f(x)dx = F(x) + C takich F, ze (F(x) + C)' = f(x)

@ Uwaga Przy tej operacji wystepuje stata catkowania. Jest to
dowolna liczba rzeczywista. Jej obecno$¢ wynika z tego, ze
pochodna kazdej liczby statej wynosi 0, a wiec nie istnieje doktadnie
jedna funkcja pierwotna, lecz pewna nieskonczona rodzina funkgji

przesunietych o dowolnga stats.
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacja ta réwniez posiada wtasno$¢ liniowosci. Praktycznie rzecz biorac,
wyznaczanie funkgji pierwotnych nie zawsze jest trywialne i nie istnieje je-
den schemat ich rozwiazywania (zauwazmy, ze w przypadku definicji mamy
pewng formute, a nie pewien wzér). Kilka przyktadéw:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacja ta réwniez posiada wtasno$¢ liniowosci. Praktycznie rzecz biorac,
wyznaczanie funkgji pierwotnych nie zawsze jest trywialne i nie istnieje je-
den schemat ich rozwiazywania (zauwazmy, ze w przypadku definicji mamy
pewng formute, a nie pewien wzér). Kilka przyktadéw:

. Xn+1
f(x) = x", /f(x)dx:m—&—Cdlan;é—l

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacja ta réwniez posiada wtasno$¢ liniowosci. Praktycznie rzecz biorac,
wyznaczanie funkgji pierwotnych nie zawsze jest trywialne i nie istnieje je-
den schemat ich rozwiazywania (zauwazmy, ze w przypadku definicji mamy
pewng formute, a nie pewien wzér). Kilka przyktadéw:

. Xn+1
f(x) = x", /f(x)dx:m—&—Cdlan;é—l

f(x) = -, /f(x)dx:lnx
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacja ta réwniez posiada wtasno$¢ liniowosci. Praktycznie rzecz biorac,
wyznaczanie funkgji pierwotnych nie zawsze jest trywialne i nie istnieje je-
den schemat ich rozwiazywania (zauwazmy, ze w przypadku definicji mamy
pewng formute, a nie pewien wzér). Kilka przyktadéw:

. Xn+1
f(x) = x", /f(x)dx:m—&—Cdlan;é—l

f(x):l7 /f(x)dx:lnx

X

f(x) = sinx, /f(x)dx =—cosx+ C
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Iteracja catek

Operacja ta réwniez posiada wtasno$¢ liniowosci. Praktycznie rzecz biorac,
wyznaczanie funkgji pierwotnych nie zawsze jest trywialne i nie istnieje je-
den schemat ich rozwiazywania (zauwazmy, ze w przypadku definicji mamy
pewng formute, a nie pewien wzér). Kilka przyktadéw:

i Xn+1
f(x) = x", /f(x)dx:m—&—Cdlan;é—l

f(x):l7 /f(x)dx:lnx

X

f(x) = sinx, /f(x)dx =—cosx+ C

f(x) =€~ /f(x)dx:eX+C
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje catek réwniez mozna powtarzaé, z t3 jednak rdznica, ze nalezy
pamietaé o statej catkowania:

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje catek réwniez mozna powtarzaé, z t3 jednak rdznica, ze nalezy
pamietaé o statej catkowania:

f(x)=x

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje catek réwniez mozna powtarzaé, z t3 jednak rdznica, ze nalezy
pamietaé o statej catkowania:
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje catek réwniez mozna powtarzaé, z t3 jednak rdznica, ze nalezy
pamietaé o statej catkowania:

f(x)=x

X2
/f(X)dX:/XdX:?-i-Cl

5 X2 x3
//f(x)d :/ ?+C1 dx:€+Clx+C2

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Operacje catek réwniez mozna powtarzaé, z t3 jednak rdznica, ze nalezy
pamietaé o statej catkowania:

f(x)=x

X2
/f(X)dX:/XdX:?-i-Cl

5 X2 x3
//f(x)dX:/ ?JrCl dX:€+C1X+C2

Jak widaé, catka a-tego stopnia generuje rodzine wielomianéw stopnia a —
1.
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Klasyczne pochodne i catki funkeji

Iteracja ca'ek

Iteracja catek

Zapis (=2 ( ) bedzie oznacza¢ a-ta catke funkgji f. Dla a = 1 otrzymuje
sie (D (x) = [ f(x)dx, a=2: FCA(x) = [ [ f(x)d°x etc.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

Iteracja catek
Zapis f(=2)(x) bedzie oznacza¢ a-ta catke funkgji . Dla a = 1 otrzymuje
sie (D (x) = [ f(x)dx, a=2: FCA(x) = [ [ f(x)d°x etc.

Analogiczna wtasnos$¢ jak w przypadku pochodnych obowiazuje dla catek.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Klasyczne pochodne i catki funkeji

atki
Iteracja catek

Iteracja catek
Zapis f(=2)(x) bedzie oznacza¢ a-ta catke funkgji . Dla a = 1 otrzymuje
sie (D (x) = [ f(x)dx, a=2: FCA(x) = [ [ f(x)d°x etc.

Analogiczna wtasnos$¢ jak w przypadku pochodnych obowiazuje dla catek.

Dla dowolnych a, b € N zachodzi:

(F-2))(=b) — fl=a=b)
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Klasyczne pochodne i catki funkeji hodnych

Iteracja catek

Iteracja catek

Zapis f(=2)(x) bedzie oznacza¢ a-ta catke funkgji . Dla a = 1 otrzymuje
sie (D (x) = [ f(x)dx, a=2: FCA(x) = [ [ f(x)d°x etc.

Analogiczna wtasnos$¢ jak w przypadku pochodnych obowiazuje dla catek.

Dla dowolnych a, b € N zachodzi:

(F-2))(=b) — fl=a=b)

W dalszej czesci catki beda nazywane pochodnymi, z tym ze beda to po-
chodne stopnia ujemnego.
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Zadane cechy uogélnienia

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zadane cechy uogélnienia

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

X

X2
f(—l)(x) = x, f(—2)(X) =7 f=n-1) _ 7

. f(=n)
po) (x)
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3 Problem
Zadane cechy uogélnienia C

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

2
FED(x) =x, FCD(x) = %7 flen-1) _ X

. f(=n)
po) (x)

Stad dla a catkowitego niewiekszego od 0:
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3 Problem
Zadane cechy uogélnienia C

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

2
FED(x) =x, FCD(x) = %7 flen-1) _ X

. f(=n)
po) (x)

Stad dla a catkowitego niewiekszego od 0:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Probles
Cel

Zadane cechy uogélnienia
Pr

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

X2 X
fFOD(x) =x, FEI(x) = eL Flon—1) = e f(x)
n

Stad dla a catkowitego niewiekszego od 0:

n X
Korzystajac z poznanej funkgji I':

femiy = X

0= f
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Problem
Cec 6

Zadane cechy uogélnienia

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

X2 X
fFOD(x) =x, FEI(x) = eL Flon—1) = e f(x)
n

Stad dla a catkowitego niewiekszego od 0:

n X

Korzystajac z poznanej funkgji I':
femiy = X
0= f

Analogicznie mozna wyznacza¢ wzory uogdlnione dla innych funkgcji.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Problem
Cec 6

Zadane cechy uogélnienia

Majac taki aparat matematyczny, nietrudno znalezé postaé funkgcji, jezeli
a € Z. Przyktadowo, jezeli f(x) = 1, to metoda wyznaczenia rekurencyj-
nego, mozna otrzyma¢ posta¢ ogdlna (tu, dla klarownosci zapisu, pominie
sie rodzine generowana):

X2 X
fFOD(x) =x, FEI(x) = eL Flon—1) = e f(x)
n

Stad dla a catkowitego niewiekszego od 0:

n X

Korzystajac z poznanej funkgji I':
femiy = X
0= f

Analogicznie mozna wyznacza¢ wzory uogdlnione dla innych funkcji. Na-
tomiast co jezeli a ¢ Z7
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Y Problem
Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Przyktad

Przede wszystkim trzeba sie zastanowié, jakie cechy powinno posiadaé
uogdlnienie, by mozna uwazaé je za poprawnie skonstruowane.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zadane cechy uogélnienia

Przede wszystkim trzeba sie zastanowié, jakie cechy powinno posiadaé
uogdlnienie, by mozna uwazaé je za poprawnie skonstruowane.

Istnienie pochodnej
Jezeli dowolna funkcja jest a-krotnie rézniczkowalna, to istnieje pochodna
stopnia k < adla a, k € R.
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Y Problem
Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Przyktad

Przede wszystkim trzeba sie zastanowié, jakie cechy powinno posiadaé
uogdlnienie, by mozna uwazaé je za poprawnie skonstruowane.

Istnienie pochodnej

Jezeli dowolna funkcja jest a-krotnie rézniczkowalna, to istnieje pochodna
stopnia k < adla a, k € R.

Jednoznacznosc
Jezeli pochodna stopnia a dowolnej funkgji istnieje, to jest jedyna
pochodnj tej funkgcji.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Y Problem
Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Przyktad

Przede wszystkim trzeba sie zastanowié, jakie cechy powinno posiadaé
uogdlnienie, by mozna uwazaé je za poprawnie skonstruowane.

Istnienie pochodnej

Jezeli dowolna funkcja jest a-krotnie rézniczkowalna, to istnieje pochodna
stopnia k < adla a, k € R.

Jednoznacznos¢

Jezeli pochodna stopnia a dowolnej funkgji istnieje, to jest jedyna
pochodnj tej funkgcji.

Identycznos¢

Pochodna stopnia zerowego dowolnej funkcji zwraca funkcje wyjsciowa:

fO(x) = f(x).
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Zadane cechy uogélnienia

Dla dowolnej funkgji oraz dla kazdych: a, b € R f(a+0)(x) = (f(a)(x))(b)
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em
Zadane cechy uogdlnienia y uogdlnienia

fad

tacznosé

Dla dowolnej funkgji oraz dla kazdych: a, b € R f(a+0)(x) = (f(a)(x))(b)

Zgodnosé

Dla kazdego a € Z pochodna dowolnej funkcji jest zgodna z wynikiem
otrzymanym poprzez klasyczng iteracje catkowania/rézniczkowania (z
pominieciem stafej catkowania lub w ten sposéb utworzonej rodziny
wielomianéw).

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Y Problem
Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Przyktad

tacznosé

A
\

DIa dowolnej funkgji oraz dla kazdych: a, b € R f(a+0)(x) = (f(a)(x))(b)

Zgodnosé

Dla kazdego a € Z pochodna dowolnej funkcji jest zgodna z wynikiem
otrzymanym poprzez klasyczng iteracje catkowania/rézniczkowania (z
pominieciem stafej catkowania lub w ten sposéb utworzonej rodziny
Wlelomlanow)

Liniowosc¢

Dla dowolnych statych rzeczywistych c;, c; € R oraz dowolnych funkgji
zachodzi (¢ f(x) + czg(x))(a) = o f@)(x) + cg@(x).
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Zadane cechy uogélnienia

Wezmy funkcje f(x) = x2. Wiemy, ze jej pochodna wynosi f()(x) = 2x.
Ile wynosi natomiast pochodna stopnia %?
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Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Wezmy funkcje f(x) = x2. Wiemy, ze jej pochodna wynosi f()(x) = 2x.
Ile wynosi natomiast pochodna stopnia %?
Przypuszczamy na podstawie wzoru, ze bedzie to:

FO) — X, f(%)(x) = CX%, F(1) — 0yl

gdzie ¢ jest jakim$ wspétczynnikiem (na podstawie empirii wnioskujemy, ze

bedzie z przedziatu (1, 2)) - jak sie niedtugo przekonamy f(%)(x) = 3%x%.
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Zadane cechy uogdlnienia Cechy uogélnienia

Wezmy funkcje f(x) = x2. Wiemy, ze jej pochodna wynosi f()(x) = 2x.
Ile wynosi natomiast pochodna stopnia %?
Przypuszczamy na podstawie wzoru, ze bedzie to:

FO) — X, f(%)(x) = CX%, F(1) — 0yl

gdzie ¢ jest jakim$ wspétczynnikiem (na podstawie empirii wnioskujemy, ze
bedzie z przedziatu (1, 2)) - jak sie niedtugo przekonamy f(%)(x) = 3%x%.
Jak jednak wyznaczy¢ takie pochodne w sposéb matematyczny i

sformalizowany?
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Do uogdlnienia pochodnych mozna wykorzystac iteracyjng postac catek
Riemanna-Liouville’a [2], bedace uogdlniona postacia catki.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Wyprowadzenie
Linio
t

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
2 ie

Do uogdlnienia pochodnych mozna wykorzystac iteracyjng postac catek
Riemanna-Liouville’a [2], bed3ace uogdlniona postacia catki. Wychodzac
z funkcji gornej granicy catkowania:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Wyprowadzenie
L

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Cz emanna-Liouville jako operator lokalny

Do uogdlnienia pochodnych mozna wykorzystac iteracyjng postac catek
Riemanna-Liouville’a [2], bed3ace uogdlniona postacia catki. Wychodzac
z funkcji gornej granicy catkowania:

mozna przejs¢ do catki kolejnego stopnia w ponizszy sposéb, réwnowaznie
przestawiajac kolejnos¢ catkowania:

X rb X px
F2)(x) :/ / f(t1)dtidt, =/ / f(t1)dtodty
o Jo o Ju
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Wyprowadzenie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Do uogdlnienia pochodnych mozna wykorzystac iteracyjng postac catek
Riemanna-Liouville’a [2], bed3ace uogdlniona postacia catki. Wychodzac
z funkcji gornej granicy catkowania:

mozna przejs¢ do catki kolejnego stopnia w ponizszy sposéb, réwnowaznie
przestawiajac kolejnos¢ catkowania:

X t X X
f(_z)(x):/ / f(tl)dtldt2=/ / f(t1)dtodty
0 0 0 t
/ / f(tl)dtzdtlz/ f(tl)/ dtzdtlz/ f(t)(x — t)dt
0 t1 0 t1 0
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Wyprowadzenie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a 1anna-Liouville jako operator lokalny

Do uogdlnienia pochodnych mozna wykorzystac iteracyjng postac catek
Riemanna-Liouville’a [2], bed3ace uogdlniona postacia catki. Wychodzac
z funkcji gornej granicy catkowania:

mozna przejs¢ do catki kolejnego stopnia w ponizszy sposéb, réwnowaznie
przestawiajac kolejnos¢ catkowania:

X t X X
f(_z)(x):/ / f(tl)dtldt2=/ / f(t1)dtodty
0 0 0 t
/ / f(tl)dtzdtlz/ f(tl)/ dtzdtlz/ f(t)(x — t)dt
0 t1 0 t1 0

Mozna powtarzac ten proces indukcyjnie oraz uogdlni¢ wystepujaca w dal-
szych iteracjach silnie funkcja gamma. Dolna granica catkowania zostata
ustalona jako 0 (o tym za moment).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Uogdlnienie Riemanna-Liouville’a

Catka a tego stopnia (lub: pochodna stopnia —a) dowolnej funkcji f
okreslamy jako:

R F(x) = FI(x) = r(la)/xf(t)(x _ )t
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Wyprowadzenie
Li

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a emanna-Liouville jako operator lokalny

Uogdlnienie Riemanna-Liouville’a

Catka a tego stopnia (lub: pochodna stopnia —a) dowolnej funkcji f
okreslamy jako:

R F(x) = FI(x) = r(la)/xf(t)(x _ )t

Warto zwrécié¢ uwage, ze dolna granica catkowania ¢ — zwana dalej punk-
tem bazowym — jest ustalana arbitralnie (najczesciej jednak bedzie réwna
0) i moze by¢ dowolng liczba nalezaca do uzupetnionych liczb rzeczywi-
stych.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Wyprowadzenie
b5¢

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a a nanna-Liouville jako operator lokalny

Uogdlnienie Riemanna-Liouville’a

Catka a tego stopnia (lub: pochodna stopnia —a) dowolnej funkcji f
okreslamy jako:

R () = F2900) = )/Xf(t)(x—t)a_ldt

Warto zwrécié¢ uwage, ze dolna granica catkowania ¢ — zwana dalej punk-
tem bazowym — jest ustalana arbitralnie (najczesciej jednak bedzie réwna
0) i moze by¢ dowolng liczba nalezaca do uzupetnionych liczb rzeczywi-
stych. Oznacza to, ze uogdlnienie pochodnych nie jest operacja global-
na, co jest bardzo wazng dla nas informacja (innymi stowy: mozna uzyskaé
rézne formy pochodnych, wybierajac inne punkty bazowe). Jezeli funkcja
okreslona jest na przedziale [a, b], oczywiscie ¢ € [a, b].

Dla komplementarnosci przyjmijmy dodatkowo, ze R° f(x) = f(x).

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Wyrazenie Riemanna-Liouville'a nie jest okreslone dla kazdych a, jedynie
dla a > 0, jednak na tej podstawie mozna zdefiniowaé pochodne jako:

f(a)(X) _ (f(f [a] +a)) (Tal)

gdzie [a] oznacza sufit liczby a.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Wyprowadzenie
Linio
t

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
2 ie

Wyrazenie Riemanna-Liouville'a nie jest okreslone dla kazdych a, jedynie
dla a > 0, jednak na tej podstawie mozna zdefiniowaé pochodne jako:

f(a)(X) _ (f(f [a] +a)) (Tal)

gdzie [a] oznacza sufit liczby a. Z pewnych wzgledéw jest to jednak mato
wygodne.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Wyprowadzenie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Wyrazenie Riemanna-Liouville'a nie jest okreslone dla kazdych a, jedynie
dla a > 0, jednak na tej podstawie mozna zdefiniowaé pochodne jako:

f(a)(X) _ (f(f [a] +a)) (Tal)

gdzie [a] oznacza sufit liczby a. Z pewnych wzgledéw jest to jednak mato

wygodne. Mozna wprowadzié tez wygodniejszy operator rézniczko-catkowy
dla ae (k—1,k):

d~ 1 dF

f(a) = @CRaikf(X) = m@/ (X — t)kiailf(t)dt

Formuta Riemanna-Liouville'a dla stopnia a € R~ generuje wielomian
W,_1 o wyrazach Cox{#}, Cix123+1 etc., posiadajaca [a] wyrazéw, gdzie
{a} oznacza mantyse.
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:

R? (af (x) + Bg(x)) = a R f(x) + B R g(x)

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
2 ie

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:
cR? (af (x) + Bg(x)) = acR* f(x) + BRg(x)

Dowéd. Z definicji:
cR? (af (x) + Bg(x)) =

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:
cR? (af (x) + Bg(x)) = acR* f(x) + BRg(x)

Dowéd. Z definicji:

R (af(x) + Bg(x)) = ...
1 [ 1
=7 [ (@F)+ 5a(0) (x— 1t -
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a c -Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:
cR? (af (x) + Bg(x)) = acR* f(x) + BRg(x)
Dowéd. Z definicji:
cR? (af(x) + Bg(x)) = ...

1 [ sl
—r(la)/cx(af(t)Jrﬂg(t))(xt) e = ...
= r(a/ [af (£)(x — 1) " + Bg(t)(x — t)°~ '] dt =

~—
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a uville jako operator lokalny

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:
R (af(x) + Bg(x)) = acR? f(x) + B R° g(x)
Dowéd. Z definicji:
eR* (af(x) + Fg(x)) =
- (1 || (o) + se(e) (x = e = .

/ t)(x — t)° 1+ Bg(t)(x — t)* ] dt = ...
e

f(t x—taldt+—/ t)(x — t)* " ldt =

-
QAI—‘

_| ‘
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a a-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Operator catkowy Riemmana-Liouville’a jest liniowy, tj.:
R (af(x) + Bg(x)) = acR? f(x) + B R° g(x)
Dowéd. Z definicji:
cR? (af (x) + Bg(x)) =
_ r(})/ (af(t) + Bg(t)) (x — £y dt = ...
/ [af(t)(x — t)*~ ' + Bg(t)(x — t)* ! dt = ...

F(a
/f x—taldt+—/ t)(x — t)* tdt = .

=ac Ra (x) + B8R g(x)
Co nalezato pokazaé. O
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

R F(x) = R (R F(x)) & FC2) = (FE9) 7 2 b>0

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

nie

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

RTPF(x) = cR? (R*F()) & £ = (F09) 77 ab>0

Dowéd tego twierdzenia zostanie pominiety, chetnych odsytam do pozycji
[3]. Samo wyprowadzenie tego faktu opiera sie na definicji oraz:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

nie

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

RTPF(x) = cR? (R*F()) & £ = (F09) 77 ab>0

Dowéd tego twierdzenia zostanie pominiety, chetnych odsytam do pozycji
[3]. Samo wyprowadzenie tego faktu opiera sie na definicji oraz:

© umiejetnej zamiany granic catkowania funkgji,
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a atka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

nie

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

RTPF(x) = cR? (R*F()) & £ = (F09) 77 ab>0

Dowéd tego twierdzenia zostanie pominiety, chetnych odsytam do pozycji
[3]. Samo wyprowadzenie tego faktu opiera sie na definicji oraz:

© umiejetnej zamiany granic catkowania funkgji,
@ zastosowaniu twierdzenia Fubiniego,
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tacznosé
Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

RTPF(x) = cR? (R*F()) & £ = (F09) 77 ab>0

Dowéd tego twierdzenia zostanie pominiety, chetnych odsytam do pozycji
[3]. Samo wyprowadzenie tego faktu opiera sie na definicji oraz:

© umiejetnej zamiany granic catkowania funkgji,

@ zastosowaniu twierdzenia Fubiniego,
M(a+b)

© wykorzystania funkcji B(a, b) = FTh)
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsun

Twierdzenie

Dla dowolnej funkcji f oraz a, b > 0 zachodzi:

(=a)

RTPF(x) = cR? (R*F()) & £ = (F09) 77 ab>0

Dowéd tego twierdzenia zostanie pominiety, chetnych odsytam do pozycji
[3]. Samo wyprowadzenie tego faktu opiera sie na definicji oraz:
© umiejetnej zamiany granic catkowania funkgji,
@ zastosowaniu twierdzenia Fubiniego,
I(a+b)

© wykorzystania funkcji B(a, b) = NONOR

UWAGA! Twierdzenie NIE jest prawdziwe w ogdlnosci dla a, b < 0!

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a ator lokalny

Kontrprzyktad. Niech f(x) = 1. Wtedy, oczywiscie:

Mateusz Szyma Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a X tor lokalny

Kontrprzyktad. Niech f(x) = 1. Wtedy, oczywiscie:
FD(x) = 0 = g(x)

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a € manna-Liouville jako operator lokalny

Kontrprzyktad. Niech f(x) = 1. Wtedy, oczywiscie:
FD(x) = 0 = g(x)

Wybierzmy teraz a = % oraz punkt bazowy ¢ = 0. Zgodnie z formuta dana

))(1)

wyzej, funkcja g(%)(x) jest réwna:

g = (g0 1) P _ (g

Nl

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych
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tacznosé

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
P -

Kontrprzyktad. Niech f(x) = 1. Wtedy, oczywiscie:
FD(x) = 0 = g(x)

Wybierzmy teraz a = % oraz punkt bazowy ¢ = 0. Zgodnie z formuta dana

wyzej, funkcja g(%)(x) jest réwna:

g () = (g0 1) P _ (o)

@Hgm:idbllmu_wmt

L ()
Ale jezeli g = 0, to [, g(t)(x — t) 2 dt = 0, co implikuje (g-(z>) —0.
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a a-Liouville jako operator lokalny

Kontrprzyktad. Niech f(x) = 1. Wtedy, oczywiscie:
FD(x) = 0 = g(x)

Wybierzmy teraz a = % oraz punkt bazowy ¢ = 0. Zgodnie z formuta dana

wyzej, funkcja g(%)(x) jest réwna:

g () = (g0 1) P _ (o)
(g(_%)>(1) = dir(lé) /Oxg(t)(x— t)_%dt

L ()
Ale jezeli g = 0, to [, g(t)(x — t) 2 dt = 0, co implikuje (g-(z>) —0.
Z drugiej jednak strony:
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a t manna-Liouville jako operator lokalny
nie

Policzmy uprzednio F(=2).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a ator lokalny

Policzmy uprzednio F(=2).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riema
P

Policzmy uprzednio F(=2).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
P -

Policzmy uprzednio F(=2).

() N S (PR
F F(i)/o F(£)(x — £)~Hdt

f=1,T(3)= /7 stad:

L g LY g2 xo
r(%)/o f(t)(x—t) dt_ﬁ/o mdt ﬁ(\/ t)

Liczac druga pochodng, otrzymamy:

13 (x) = _mlxw #£0= (f(1)>(5) (x)
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
P -

Policzmy uprzednio F(=2).

() N S (PR
F F(i)/o F(£)(x — £)~Hdt

f=1,T(3)= /7 stad:

L g LY g2 xo
r(%)/o f(t)(x—t) dt_ﬁ/o mdt ﬁ(\/ t)

Liczac druga pochodng, otrzymamy:

f(1+%)(x) — _2\/%1)(3/2 £0= (f(1)>(5) (x)

Zaleznoé¢ f(at+h) — (fb)(a) nie jest prawidtowa tylko dla szczegdlnych przy-
padkéw. Doktadniejsze warunki zostang podane w drugiej czeSci.
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Wspomniany wyzej punkt bazowy sprawia, iz wyniki catkowania moga sie
od siebie rézni¢. Przyktadowo:

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Wspomniany wyzej punkt bazowy sprawia, iz wyniki catkowania moga sie
od siebie rézni¢. Przyktadowo:

0:’:\’1x2_1/Xt(x—f)odf—/xtdt—x2
r(1) Jo 0 2
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

>ods| ie

Wspomniany wyzej punkt bazowy sprawia, iz wyniki catkowania moga sie
od siebie rézni¢. Przyktadowo:

0:’:\’1x2_1/Xt(x—f)odf—/xtdt—x2
r(1) Jo 0 2

ale:
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a anna-Liouville jako operator lokalny

Wspomniany wyzej punkt bazowy sprawia, iz wyniki catkowania moga sie
od siebie rézni¢. Przyktadowo:

0:’:\’1x2_1/Xt(x—f)odf—/xtdt—x2
r(1) Jo 0 2

ale:

12_L ) Y B X _X: _
Rx—r(l)t(x t) dt_tdt_2+( 2)

Nie jest to problemem, gdy réznica jest wielomianem stopnia niewiekszego
niz a — 1 (jest to zgodne z definicj3).

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

nie
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

>ods| ie

1.
ot

1 X1
ORL:/ ~dt
X o t

nie istnieje funkcja pierwotna tego operatora dla punktu bazowego ¢ =
0, poniewaz powyzsza catka jest rozbiezna. Dla ¢ > 0 catka Riemanna-
Liouville'a bedzie okredlona tylko dla dodatnich x, natomiast dla ¢ < 0
przeciwnie, co koresponduje z wynikiem catkowania F(x) = In x.

Natomiast przyktadowo dla funkcji f(x) =

2W notacji skréconej, tj. f(=2) reszta wielomianowa bedzie prezentowana jako
zerowa.
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

>ods| ie

1.
ot

1 X1
ORL:/ ~dt
X o t

nie istnieje funkcja pierwotna tego operatora dla punktu bazowego ¢ =
0, poniewaz powyzsza catka jest rozbiezna. Dla ¢ > 0 catka Riemanna-
Liouville'a bedzie okredlona tylko dla dodatnich x, natomiast dla ¢ < 0
przeciwnie, co koresponduje z wynikiem catkowania F(x) = In x.

Natomiast przyktadowo dla funkcji f(x) =

Dla wygody punkt bazowy najlepiej dobra¢ jako f(*"’)(a) = 0, jezeli jest

to mozliwe — reszta wielomianowa bedzie zerowa?.

2W notac;ji skréconej, tj. F(=2) reszta wielomianowa bedzie prezentowana jako
zerowa.
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Rozwazmy f(x) = e*. Jezeli chcemy, by funkcja ta byta niezmiennikiem
operacji catkowania dla dowolnego a, punkt ¢ nie moze by¢ dowolny; przy-
ktadowo:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



manna-Liouville jako operator lokalny

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Rozwazmy f(x) = e*. Jezeli chcemy, by funkcja ta byta niezmiennikiem
operacji catkowania dla dowolnego a, punkt ¢ nie moze by¢ dowolny; przy-
ktadowo:

1 X
Raexz—/ ef(x — t)? dt
R Jy

jest tozsame z e* tylko dla a € Z3.
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Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

>ods| ie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Rozwazmy f(x) = e*. Jezeli chcemy, by funkcja ta byta niezmiennikiem
operacji catkowania dla dowolnego a, punkt ¢ nie moze by¢ dowolny; przy-
ktadowo:
1 /X t( )a ld
R = — e'(x —t)? " dt
0
r(a) Jo

jest tozsame z e* tylko dla a € Z3¢. Dla a = % zachodzi:

1 1 x 1 1 X 1
oR? ¥ = /efx—tf‘ldt:—/ el(x — t)"2dt
iy ), S 7= | €t

1
2
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emanna-Liouville jako operator lokalny
nie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Rozwazmy f(x) = e*. Jezeli chcemy, by funkcja ta byta niezmiennikiem
operacji catkowania dla dowolnego a, punkt ¢ nie moze by¢ dowolny; przy-

ktadowo: 1 N
oR? e = —/ ef(x — t)?1dt
@ o 7Y

jest tozsame z e* tylko dla a € Z3¢. Dla a = % zachodzi:

1 1 x 1 1 x 1
oRZ X = —/ ef(x — t)2 dt = —/ e'(x — t)~2dt
r(3) Jo VT Jo

Dla podstawienia u = y/x — t, dt = —2udu otrzymujemy:

171/ - 2u~etd = 2 o X ”zd = X f( l’)x
— ——du=— e = —e*erf(vx —
7= ; u 7=/ u rf(v/x 0
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emanna-Liouville jako operator lokalny
nie

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Rozwazmy f(x) = e*. Jezeli chcemy, by funkcja ta byta niezmiennikiem
operacji catkowania dla dowolnego a, punkt ¢ nie moze by¢ dowolny; przy-

ktadowo: 1 N
oR? e = —/ ef(x — t)?1dt
@ o 7Y

jest tozsame z e* tylko dla a € Z3¢. Dla a = % zachodzi:

1 1 x 1 1 x 1

oRZ X = —/ ef(x — t)2 dt = —/ e'(x — t)~2dt
r(3) Jo VT Jo

Dla podstawienia u = y/x — t, dt = —2udu otrzymujemy:

1 VXTE Dy et =2 (V¥ e . x

ﬁ/o Tdu:ﬁ o e du= —e erf(\/X_t)O

Co po przeliczeniu daje OR% e = e*erf(y/x).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Twierdzenie

Jedynym c € R, dla ktérego zachodzi:

VaeRJr aRCeX =e

jest ¢ = —o0.

Mateusz Szyma: Wstep do pochodnych utamkowych



Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Jedynym c € R, dla ktérego zachodzi:

VaeRJr aRCeX =e

jest ¢ = —o0.
Dowéd. Dla podstawienia liniowego u = x — t, dt = —du:
R e = 1 /X ef(x — )" Mdt = L /0 ey tdu
M(a) Je (@) Jx—c
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Twierdzenie

Jedynym c € R, dla ktérego zachodzi:

VaeRJr aRCeX = ¥

jest ¢ = —o0.
Dowéd. Dla podstawienia liniowego u = x — t, dt = —du:
R e = 1 /X ef(x — )" Mdt = L /0 ey tdu
M(a) Je (@) Jx—c

1 X—C 1 1 X—C 1
_— e Yy du = —ex/ e “udu
r(a) /0 )
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny

>ods| ie

Twierdzenie

Jedynym c € R, dla ktérego zachodzi:

VaeRJr aRCeX = ¥

jest ¢ = —o0.
Dowéd. Dla podstawienia liniowego u = x — t, dt = —du:
R e = 1 /X ef(x — )" Mdt = L /0 ey tdu
M(a) Je (@) Jx—c

1 X—C 1 1 X—C 1
_— e Yy du = —ex/ e “udu
r(a) /0 )

Zauwazmy, iz powyzsza catka jest niekompletna funkcja v(a, x — ¢):
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a

Twierdzenie

Jedynym c € R, dla ktérego zachodzi:
VaeRJr aRCeX =e

jest ¢ = —o0.

Dowéd. Dla podstawienia liniowego u = x — t, dt = —du:
1 1

X 0
R = —/ ef(x — t)? ldt = f—/ e Yy du
ra) Jc M(a) Jx—c

1 X—C 1 1 X—C 1
_— e Yy du = —ex/ e “udu
r(a) /0 )

Zauwazmy, iz powyzsza catka jest niekompletna funkcja v(a, x — ¢):

1 X e —u,,a—1 _ 1 X
@e/0 e u du—@(ev(a,x—c))
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Eacznosé

Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
P ie

Z zaleznosci I'(a) = y(a,x — ¢) + '(a,x — ¢):

iex a) —~v(a,x —c)) = e* _(ax—q)
¢ (@) = 2(ax =) (1 = )
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a manna-Liouville jako operator lokalny

Z zaleznosci I'(a) = y(a,x — ¢) + '(a,x — ¢):

iex a) —~v(a,x —c)) = e* _(ax—q)
¢ (@) = 2(ax =) (1 = )

Aby otrzymaé (R?e* = ¥, v(a,x — ¢) = 0, a to jest tylko mozliwe dla
¢ — —00. O
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka manna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Cz iemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
@ nie jest dobrze zdefiniowana dla pochodnych a > 0,
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Cz iemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
@ nie jest dobrze zdefiniowana dla pochodnych a > 0,

@ wymaga sporo rachunkédw nawet dla elementarnych funkgji,
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Cz iemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
@ nie jest dobrze zdefiniowana dla pochodnych a > 0,
@ wymaga sporo rachunkédw nawet dla elementarnych funkgji,
@ jest operacja lokalng i wymaga precyzyjnego dobierania punktéw
bazowych,
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Cz iemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
@ nie jest dobrze zdefiniowana dla pochodnych a > 0,
@ wymaga sporo rachunkédw nawet dla elementarnych funkgji,
@ jest operacja lokalng i wymaga precyzyjnego dobierania punktéw
bazowych,

@ nie pozwala wyznaczaé catek nieelementarnych (jako operator
notabene wyprowadzony z operacji catkowania).
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Uogélnienie Riemanna-Liouville'a Catka Riemanna-Liouville jako operator lokalny
Podsumowanie

Przedstawione uogdlnienie ma, poza szeregiem zastosowan, niektére wady,
tj.:
@ nie jest dobrze zdefiniowana dla pochodnych a > 0,
@ wymaga sporo rachunkédw nawet dla elementarnych funkgji,
@ jest operacja lokalng i wymaga precyzyjnego dobierania punktéw
bazowych,

@ nie pozwala wyznaczaé catek nieelementarnych (jako operator
notabene wyprowadzony z operacji catkowania).

Istnieja takze inne uogdlnienie, np. Griinwalda-Letnikowa (patrz [1]), wy-
prowadzone z definicji pochodnej — o catkiem innej naturze.
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O uogdlnieniach
z p

Zastosowania uogélnier

Aparat pochodnych utamkowych, bo tak bedziemy nazywaé kazde uogdl-
nienie tego rodzaju, nie musi spefnia¢ wszystkich wymienionych cech,
jak zostato to pokazane przy warunku tacznosci.
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O uogdlnieniach
74

Zastosowania uogélnier

Aparat pochodnych utamkowych, bo tak bedziemy nazywaé kazde uogdl-
nienie tego rodzaju, nie musi spetniaé¢ wszystkich wymienionych cech,
jak zostato to pokazane przy warunku tacznosci. Na przestrzeni czasu réz-
nie podchodzono do préb uogdlnienia pochodnych: jako suma dyskretna
(1867, Griinwald) czy szereg potegowy (1832, Liouville).
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Zastosowania uogélnier

Aparat pochodnych utamkowych, bo tak bedziemy nazywaé kazde uogdl-
nienie tego rodzaju, nie musi spetniaé¢ wszystkich wymienionych cech,
jak zostato to pokazane przy warunku tacznosci. Na przestrzeni czasu réz-
nie podchodzono do préb uogdlnienia pochodnych: jako suma dyskretna
(1867, Griinwald) czy szereg potegowy (1832, Liouville). W 1850 roku
William Center, badajac pochodne statej réznymi metodami, stwierdzit,
ze istnieje wiele uogdlnien i zadne z nich nie jest wyrdznione [2]. A
zatem mozna uzyskaé rézne derywatywy (warto nadmienié, iz przy odpo-
wiednich zatozeniach niektére uogdlnienia s3 sobie réwnowazne) tej samej
funkcji w innych wariantach uogélnien. Nie znaczy to jednak, ze otrzymane
rezultaty s3 sprzeczne, dotycza wszak réznych operatoréw.
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Zastosowania uogélnier

Wréémy do funkgji f(x) = 2x. Wyznaczmy pochodna stopnia —% (a wiec

2
catke poféwkowa) z poznanej formuty:
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Zastosowania uogélnier

Wréémy do funkgji f(x) = 2x. Wyznaczmy pochodna stopnia —% (a wiec

2
catke poféwkowa) z poznanej formuty:

1

_1 x 1 1 [ _1
f( 2)(X)_r(;)/0 F(t)(x — t)? 1dt_ﬁ/0 2t(x — t)"idt
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Zastosowania uogélnier

Wréémy do funkgji f(x) = 2x. Wyznaczmy pochodna stopnia —% (a wiec

2
catke poféwkowa) z poznanej formuty:

(*%)X:i ) x — )31 :i X X — )%
{000 = g [ A0t tae= 2 [arte ot

X
8
=| ——X?2

N

i/ 2t(x — t) " 2dt = 1 (4\/x t(t+2x)dt>
T Jo T 3
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Zastosowania uogélnier

O tym, ze pochodne utamkowe ,dziataja”, mozna sie przekonaé, np. wy-
prowadzajac wzér na a-ta pochodng logarytmu.
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Zastosowania uogélnier

O tym, ze pochodne utamkowe ,dziataja”, mozna sie przekonaé, np. wy-
prowadzajac wzér na a-ta pochodng logarytmu.

Pochodna logarytmu

a-tg pochodna funkgji logarytmicznej f(x) = In x mozna wyznaczy¢ ze

wzoru: -
f@)(x) = lim x~2 Inx—¢™(1—n)—7y
n—a I(1—n)
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Zastosowania uogélnier

O tym, ze pochodne utamkowe ,dziataja”, mozna sie przekonaé, np. wy-
prowadzajac wzér na a-ta pochodng logarytmu.

Pochodna logarytmu

a-tg pochodna funkgji logarytmicznej f(x) = In x mozna wyznaczy¢ ze

wzoru: -
f@)(x) = lim x~2 Inx—¢™(1—n)—7y
n—a I(1—n)

Wyprowadzenie. Wychodzac z formuty Riemanna-Liouville'a dla f(x) =
X— dt

Inx dla a < 0 dobierzmy podstawienie u = 7t du= -5, t=x(1-u):
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Zastosowania uogélnier

O tym, ze pochodne utamkowe ,dziataja”, mozna sie przekonaé, np. wy-
prowadzajac wzér na a-ta pochodng logarytmu.

Pochodna logarytmu

a-tg pochodna funkgji logarytmicznej f(x) = In x mozna wyznaczy¢ ze

wzoru: -
f@)(x) = lim x~2 Inx—¢™(1—n)—7y
n—a I(1—n)

Wyprowadzenie. Wychodzac z formuty Riemanna-Liouville'a dla f(x) =
x—t dt

Inx dla a < 0 dobierzmy podstawienie u = *=*, du = —<, t = x(1 — u):

(a) — 1 ) ntix— —a—1 = 1X nix\l—u))(xu —a-l u
f _r(—a)/o Int(x—t) dt r(—a)/o In(x(1—u))-(xu) d
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Zastosowania uogélnier

O tym, ze pochodne utamkowe ,dziataja”, mozna sie przekonaé, np. wy-
prowadzajac wzér na a-ta pochodng logarytmu.

Pochodna logarytmu

a-tg pochodna funkgji logarytmicznej f(x) = In x mozna wyznaczy¢ ze

wzoru: -
f@)(x) = lim x~2 Inx—¢™(1—n)—7y
n—a I(1—n)

Wyprowadzenie. Wychodzac z formuty Riemanna-Liouville'a dla f(x) =

Inx dla a < 0 dobierzmy podstawienie u = %4 du= f%, t=x(1-u):

@-_1 Xn x—t)" ¥ dt = 1 1an —u))-(xu) " *du
f _r(_a)/olt( t) dt F(—a)_/o In(x(1—u))-(xu) d

Woytaczajac x 2 oraz korzystajac z tozsamosci In(p-q) =Inp+Ing:

x~2 In /1 du +/1 In(1— u)d
X
r(—a) T
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O uogélnieniach
Zastosowania
Morfolo

Zastosowania uogélnier

1
1
Podczas gdy / a—il Wynosi —5 druga catke mozna wyznaczyé przez
o u

czescei:
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Zastosowania uogélnier

1
1
Podczas gdy / a—il Wynosi —5 druga catke mozna wyznaczyé przez
o u

czescei:

1/la|n(1—u)d dg=au™1 h=In(l-u)
0

5 a+1 . _ 1
a u g=1-uv"? dh=—

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zastosowania

Morfi
Zastosowania uogélnier

1
1
Podczas gdy / a—il Wynosi —5 druga catke mozna wyznaczyé przez
o u

czescei:

1/la|n(1—u)d dg=au™1 h=In(l-u)
0

5 a+1 . _ 1
a u g=1-uv"? dh=—

(1-uv")In(1-1u)

L~
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Zastosowania

Morfi
Zastosowania uogélnier

1
1
Podczas gdy / a—il Wynosi —5 druga catke mozna wyznaczyé przez
o u

czescei:

1/la|n(1—u)d dg=au™1 h=In(l-u)
0

5 a+1 . _ 1
a u g=1-uv"? dh=—

' /1 1—u?
0 o l—u
Pierwszy fragment réwny jest 0, natomiast drugi nalezy poréwnac z funkcja

¢(0);

.:é (1— =) In(1— u)
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Zastosowania uogélnier

1
1
Podczas gdy / a—il Wynosi —5 druga catke mozna wyznaczyé przez
o u

czescei:

g=1—-uv"? dh= =L

1-u

' /1 1—u?
0 o l—u
Pierwszy fragment réwny jest 0, natomiast drugi nalezy poréwnac z funkcja

¢(0);

a yatl = =

1/la|n(1—u)d dg=au™1 h=In(l-u)
0

a

1! ((1 —u ) in(1 - u)

dt

(0) Pl
1-a)=—
PH(1—a) 7+/0 T—¢
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O uogélnieniach
Zastosowania
Morfolo

Zastosowania uogélnier

Ostatecznie, scalajac uzyskane wyniki:

o Inx =91 —n)—~
(3)(x) = a
Pl = Jim,x (1 n)
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Zastosowania

Morfi
Zastosowania uogélnier

Ostatecznie, scalajac uzyskane wyniki:

nx — O (1 — n) —
f(a)(x):n'l"ax_aC ?(1(1,1)) 7)

Wyrazenie zostato obtozone granica, by mozna byto méwi¢ o tych a, dla
ktérych I'(1 —a) — +oo0.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zastosowania uogélnier

Ostatecznie, scalajac uzyskane wyniki:

nx — O (1 — n) —
f(a)(x):n'l"ax_aC ?(1(1,1)) 7)

Wyrazenie zostato obtozone granica, by mozna byto méwi¢ o tych a, dla
ktérych (1 — a) — £oo. Co ciekawe, wzér jest prawidfowy dla dowolnych
a € R, mimo iz zostat wyprowadzony tylko dla a < 0.
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Zastosowania uogélnier

Ostatecznie, scalajac uzyskane wyniki:

nx — O (1 — n) —
f(a)(x):n'l"ax_aC ?(1(1,1)) 7)

Wyrazenie zostato obtozone granica, by mozna byto méwi¢ o tych a, dla
ktérych (1 — a) — £oo. Co ciekawe, wzér jest prawidfowy dla dowolnych
a € R, mimo iz zostat wyprowadzony tylko dla a < 0. Nietrudno teraz
wyznaczy¢ dowolng derywatywe funkgji logarytmicznej (trzeba jednak znac
wybrane wartosci funkcji ['(x) oraz 1)(%)(x)). Przeliczmy kilka przyktadéw.
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Zastosowania uogélnier
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Zastosowania uogélnier

FO(x) = lim x° ('”Xqﬁzol)(_ln)") 7) _ <In><1ﬁz°1))(1) 7)

Inx — (1) —
( dr}(l)(l) V):'”X”_”:
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Zastosowania uogélnier

) (=)

):Inx—I—’y—’y:

0 (Inx

Inx —4O(1) —
( r(1)

Inx —¢©(1—n) -~
( F(1—n)

f3I(x) = Iim3X3
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Zastosowania uogélnier

401~ n) v) _ <|nx1ﬁz°1>)(1) 7)

x° (lnx F(L—n)

):Inx—I—’y—’y:

—O(1 —n)—
Inx — O (1 — n) ’y>—x3<|nX3|

Inx —4O(1) —
( r(1)

(=3)(y) — i 3
) nlima)(( r(1—n)
1 3
Xlinx—2L | = x 6Inx—E
3! 6
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Zastosowania uogélnier

401~ n) v) _ <|nx1ﬁz°1>)(1) 7)

x° (lnx F(L—n)

):Inx—I—’y—’y:

Inx — O(1) — v
( r(1)

- . Inx — (1 —n) - 11

) = 2 (B ) = ('"X 5)
¥ x3 11
X3 (Inx—i) = 3 <6|nx— )
1 (Inxzb(o)(l —n) fy> | Indx
1—n) | VX

l) .
£(3 (x) = lim x r
i (
n— 3
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7 nia

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

Ponizej przedstawiono, jak zmienia sie wykres f(x) = x? wraz ze zwieksza-
niem stopnia pochodnej (3cidlej: antyderywatywy) w zakresie a € [0, 3] ze
skokiem 0, 1. Fioletowym kolorem zaznaczono cze$¢ urojona, niebieskim
— rzeczywisty. Wykres obejmuje przedziat [—2,2]. Wspdtczynniki zaokra-
glono, by méc lepiej zaobserwowac ich zmiane.
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Zastosowania uogélnier
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

X}
1
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw
Zastosowania uogélnien

fO3)(x) = 1,29476x"7
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw
Zastosowania uogélnien

FO4)(x) = 1,39897x1°
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SInieniach

Za
Morfologia wykreséw
Zastosowania uogélnien

FO5)(x) = 1,50451x1°
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SInieniach

Za
Morfologia wykreséw
Zastosowania uogélnien

F6)(x) = 1,61009x'*
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SInieniach

Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

FON(x) = 1,71422x*3
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SInieniach

Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

FO8)(x) = 1,81521x2
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f©9(x) = 1,91116x""
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

fD(x) = 2,07951x%°
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f12(x) = 2,14734x%8
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f13)(x) = 2,20109x%7
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f14)(x) = 2,23835x%°
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f19)(x) = 2,25676x°°
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

F18)(x) = 2,25412x%*

Mateusz Szyma Wstep do pochodnych utamkowych



SInieniach

Za

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f1(x) = 2,22849x°3

Mateusz Szyma Wstep do pochodnych utamkowych



SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f18)(x) = 2,17825x°2
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SInieniach
Za
Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

F19(x) = 2,10227x°1
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6lnieniach
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Zastosowania uogélnier
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SInieniach

Za

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

f@U(x) = 1,87156x

Mateusz Szyma Wstep do pochodnych utamkowych



SInieniach

Za

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier
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7 nia

Morfologia wykreséw

Zastosowania uogélnier

Wartosci wspdtczynnikdw wyznaczono z dosy¢ skomplikowanego wzoru na
a-ta pochodna x":

(_1)a.xn—a.% a€ZAn€ZAn<0AN<a
n— n—a |”(X)+¢(0)(_”)_w(o)(_a+"+1)
(—1)"1.x"2. T Y neZNAn<0

n—a  _ (nt+l)

X r(—a+n+1)

w przeciwnym wypadku

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zastosowania uogélnier

Wartosci wspdtczynnikdw wyznaczono z dosy¢ skomplikowanego wzoru na
a-ta pochodna x":

(_1)a.xn—a.% a€ZAn€ZAn<0AN<a
n— n—a |”(X)+¢(0)(_”)_w(o)(_a+"+1)
(—1)"1.x"2. T Y neZNAn<0

n—a  _ (nt+l)

X F(Catnil) w przeciwnym wypadku

Funkcje gtadkie wraz ze swoimi wszystkimi pochodnymi stopnia a € R
moga tworzyé pewne przestrzenie.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zastosowanie
(

Zakonczenie

Okazuje sig, ze pochodne utamkowe maja zastosowanie w opisie dynamiki
ptynéw, ktére jako funkcje zmian wzgledem parametru a moga opisy-
wac zachowania cieczy.
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Zastosowanie
(

Zakonczenie

Okazuje sig, ze pochodne utamkowe maja zastosowanie w opisie dynamiki
ptynéw, ktére jako funkcje zmian wzgledem parametru a moga opisy-
waé zachowania cieczy. Ciekawym zastosowaniem jest réwniez réwnanie
rézniczkowe Bagleya-Torvika, ktére dobrze modeluje zjawiska tfumienia.
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Zastosowanie

Zakonczenie

Okazuje sig, ze pochodne utamkowe maja zastosowanie w opisie dynamiki
ptynéw, ktére jako funkcje zmian wzgledem parametru a moga opisy-
waé zachowania cieczy. Ciekawym zastosowaniem jest réwniez réwnanie
rézniczkowe Bagleya-Torvika, ktére dobrze modeluje zjawiska tfumienia.
Operatory rézniczko-catkowe rzeczywistego stopnia znalazty swoje zasto-
sowanie takze w dziedzinie teorii sterowania.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:

© pochodne utamkowe funkgji elementarnych wraz z przyktadowymi
wyprowadzeniami,
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Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:
© pochodne utamkowe funkgji elementarnych wraz z przyktadowymi
wyprowadzeniami,
@ operacje na ztozeniach oraz iloczynach (uogélnienie Oslera) funkgji
ciagtych,
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Zastosowanie
Co w nastepnej czesci?

Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:
© pochodne utamkowe funkgji elementarnych wraz z przyktadowymi
wyprowadzeniami,
@ operacje na ztozeniach oraz iloczynach (uogélnienie Oslera) funkgji
ciagtych,
© faczenie operatoréw rézniczkowych i catkowych,
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Zastosowanie
Co w nastepnej czesci?

Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:

© pochodne utamkowe funkgji elementarnych wraz z przyktadowymi
wyprowadzeniami,

@ operacje na ztozeniach oraz iloczynach (uogélnienie Oslera) funkgji
ciagtych,

© faczenie operatoréw rézniczkowych i catkowych,

o

warunki taczenia operatoréw,
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Zakonczenie

To jest juz koniec wstepu do pochodnych utamkowych. W nastepnej czesci
zostang omoéwione doktadniej nastepujace kwestie:

© pochodne utamkowe funkgji elementarnych wraz z przyktadowymi
wyprowadzeniami,

@ operacje na ztozeniach oraz iloczynach (uogélnienie Oslera) funkgji
ciagtych,

© faczenie operatoréw rézniczkowych i catkowych,

@ warunki taczenia operatoréw,

@ wstep do funkcji hipergeometrycznych3.

3M.in. mozna nimi wyrazi¢ rozwiazania réwnan rézniczkowych (vide réwnanie
Kummera) czy pierwiastki wielomianéw stopnia n > 5.

Mateusz Szymanski Wstep do pochodnych utamkowych



Zakonczenie

[@ R. Gorenflo, F. Mainardi Fractional calculus: Integral and
differential equations of fractional order. In: A. Carpinteri and F.
Mainardi (editors): Fractals and Fractional Calculus in Continuum
Mechanics. Springer Verlag, Wien and New York, pp. 223-276.

[ K.B. Oldham, J. Spanier Fractional Calculus: Theory and
Applications, Differentiation and Integration to Arbitrary Order.
Academic Press, Inc., New York-London, 1974

@ J. Munkhammar Fractional Calculus and the Taylor-Riemann
series, RHIT U. J. Math. 2005.
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Koniec

Zakonczenie

Dziekuje za uwage.

Wstep do pochodnych utamkowych
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